
 单元 5：极限和微分 

 特定目标： 
 1. 学习极限的概念。 
 2. 计算函数的极限。 
 3. 求函数的导数。 
 4  利用微分法的技巧解数学问题。 
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5.1 极限 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

  5  
   
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

    

 教师应复习函数的概念和记法。函数 f(x)在 x0的极限可视为当 x 趋近于 x0

时 f(x)所趋近的数值。教师可指出函数 f(x)在 x = x0时的极限是 f(x0)当且仅当
函数在 x = x0时是连续的，但不需对函数的连续性作严谨的处理。教师应介绍

和 等符号，并应和学生讨论简易代数函数的极限和趋向无穷

时简易有理函数的极限。亦应介绍一些如下的例题以便澄清极限的概念。 

)x(flim
0xx→

)hx(flim
0h

+
→

例一 

描绘
2x
4x)x(f

2

−
−

= 的图像并考虑当 x趋向 2时 的值。 )x(f

教师可让学生列出下表并描绘 的图像： )x(f
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当 x

 

或 

除了

方面

 

但教

 
内容  时间

分配

x

f(
 0 1 1.9 1.99 1.999 2 2.001 2.01 2.1 3 

x) 2 3 3.9 3.99 3.999 未下定义 4.001 4.01 4.1 5 
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越来越接近 2时， 越来越接近 4并记为 )x(f

 4)x(flim
2x

=
→

4
2x
4xlim

2

2x
=

−
−

→
 

( 2 , 4 )一点外，很明显，
2x
4x)x(

2

−
−

=f 的图像是和 一样的。当x从两

迫近 2时，可记作 

2xy +=

4)2x(lim
2x

)2x)(2x(lim
2x
4xlim

2x2x

2

2x
=+=

−
+−

=
−
−

→→→
 

师应强调 f(x)在 x = 2时是没有定义的。 

教学建议  
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例二 

试求  。 2
2x

xlim
→

由于函数 在 x = 2时是连续的，所以极限等如 f (2)。 2x)x(f =
  

。 42xlim 22
2x

==
→

教师可用图像和数字说明。 

例三 

试求
31x

8xlim
8x −+

−
→

 。 

教师应提醒学生把根式有理化的技巧： 

31x
8x
−+

−  = 
)31x)(31x(

)31x)(8x(
++−+

++−  

 = 
9)1x(

)31)(8x +x(
−+
+−  

 = 3x ++  1

由此 6)31x(lim
31x

8xlim
8x8x

=++=
−+

−
→→

 

学生应知道
31x

8x
−+

−
在 x = 8时是没有定义的。 

例四 

考虑当 x趋向无穷大时
x
1)x(f = 的极限。 

教师可介绍记号 。 )x(flim
x ∞→
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 学生应能列出下表和描绘
x
1
的图像。 

 
 
 

 

 

学生应能够看出当 x趋向无穷大时，
x
1
趋向 0，即 0

x
1lim

x
=

∞→
。教师可同时验证

0
x
1lim

x
=

−∞→
 。 

 下列的定理可应用于计算函数的极限： 
若 及 存在，则 )x(flim

0xx→
)x(glim

0xx→

(a) [ ]= ±  )x(g)x(flim
0xx

±
→

)x(flim
0xx→

)x(glim
0xx→

(b) [ ])x(g)x(flim
0xx

⋅
→  

= ⋅  )x(flim
0xx→

)x(glim
0xx→
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(c) [c . f(x)] = c ⋅ ，其中 c为一常数。 
0xx

lim
→

)x(f
xx

lim
0→

(d) 
)x(g
)x(flim

0xx→
=

)x(glim

)x(flim

0

0

xx

xx

→

→
，其中 ≠ 0。 )x(glim

0xx→

上述定理并不需要严谨的证明。 

 当处理三角函数时，而 θ 是以弧度为单位， 1sinlim
0

=
θ
θ

→θ
这个极限是十分有

用的。教师可引导学生从下图中比较∆AOB，扇形 AOB和 ∆AOC的面积，然
后得出以上的结果。 

 

教师可鼓励学生用计算器逐一计算当θ 的数值递减如 0.1、0.01、0.001和 0.0001

时
θ
θsin
的数值，藉以验证 1sinlim

0
=

θ
θ

→θ
。 

 例题和习作可包括
θ
θ

2
3sin
、

θ
θ

2
tan
、 2

cos1
θ

θ−
和

θ
θ

nsin
msin
其中m、n为常数。
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5.2  导数 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5.3 微分法 
 5.3.1  简单代数函数和微分法的法则 

 

  4  
   
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
  4  
   

 以记号 ∆x和∆y表增量，若下列的极限存在，则函数 的导数可定

义为

)x(fy =

x
)x(f)xx(flim

x
ylim

0x0x ∆
−∆+

=
∆
∆

→∆→∆
。教师应介绍导数的常用记号例如 f )x(′ 、

xd
yd
、y 、'

xd
)]x(f[d
和 )]x(f[

xd
d
等、并应强调

xd
yd
是一个记号而不应视为一个分数。

教师应举例说明如何从基本原理求导数。例题应包括简单的多项式和
bax

1
+
、

d
b

cx
ax

+
+
、 bax + 及

dcx
bax
+

+
其中 a、b、c、d为常数的代数式。至于三角函数

的处理方法则可留待介绍了微分法的法则后才作讨论。 

 教师可导出下列微分法的法则，其中 c为一常数而 u、v是 x的函数。 

1. 0
xd
cd
=  

2. 1nn nx]x[
xd

d −= 其中 n为一整数(幂规律) 

  注意： 教师可介绍和利用 n为正整数的幂规律 1nn nx]x[
xd
d −= 而无需证明，

 但当 n是一个整数(包括正数和负数)的情况则宜在介绍了商法则之后
才作讨论。 

3. )]x(f[
xd

dc)]x(cf[
xd

d
=  

4. 
xd
vd

xd
ud]vu[

xd
d

+=+  

5. [ ]
dx
duv

dx
dvuvu

dx
d

+=⋅ (积法则) 
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     5.3.2  复合函数和隐函数的微分 

    
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

    
 
 
 
 
 
 
 
  4  
   

6. 2v
xd
vdu

xd
udv

v
u

xd
d −

=






 (商法则) 

 教师宜先用多项式作例题，示范如何微分一个常数、x的乘幂和 x的乘幂之

线性组合等。当学生已熟识了 n = 0, 1, 2, ⋯的幂规律 1nn nx]x[
xd
d −=

)52 +

，他们已可

以把一个多项式逐项微分。当确定了微分函数的和、积和商的法则之后，学生便

可以微分多项式的积和有理函数，例如 和x4)(3x2( +
x32

x21 2

+
−
等。 

下列的例题亦适用： 

例一 
n为一正整数，试从基本原理求 xn的导数。 

例二 

已知若 n为一正整数时 1nnx
xd

]nx[d −= ，同时若  0)x(f ≠

则 2)]x(f[

)]x(f[
xd
d

)x(f
1

xd
d −

=







。 

证明对所有整数， 1nnx
xd

]nx[d −= 正确。 

 教师应介绍一些复合函数、隐函数和反函数的例子。 

 教师然后应介绍链式法则: 
 

xd
ud

ud
yd

xd
yd

⋅=  

其中 y是 u的函数及 u是 x的函数。 
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 链式法则是可以用来微分复合函数、隐函数和反函数的。教师应介绍多两个
有用的公式 

 

ud
xd
ud
yd

xd
yd
=  

及 

xd
yd
1

yd
xd
=  

 这些公式不需要严谨的证明但要有充足的应用题。教师可以用链式法则来证

明当 n是一有理数时 1nn nx]x[
xd
d −= 亦成立。在现阶段学生应能运用微分的法

则于包括有理指数的代数式，例如(3x2+4) 2
5

或 x(2x-3) 2
3−
等。教师可利用 圆锥

曲线的标准方程或参数方程作为例题和习题。 

例一 

求 对 x的导数。 52 )1x2(y +=
经过一些练习，学生便可以运用链式法则并以下列的方法表达而无需代换

： 1x2u 2 +=

    
xd

)1x2(d

)1x2(d

)1x2(d
xd
yd 2

2

52 +
⋅

+

+
=  

        x4)1x2(5 42 ⋅+=

        42 )1x2(x20 +=

例二 
已知下列参数方程： 
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





=
=

t2y
tx 2

求
xd
yd
。 

学生应能运用
xd
yd =

td
yd
⋅

xd
td =

td
yd
⋅

td
xd
1
。 

例三 

求函数 的25yx 22 =+
xd
yd
在点 (3, 4) 处的值。 

教师可把结果用图解说明。 

例四 

已知当 n为任何整数时 1nn nx]x[
xd

d −= 。 

证明当 m= q
p
，其中 p、q为整数且 q > 0， 1nn nx]x[

xd
d −= 。 

设
q
p

n xxy == ，则  pq xy =

在方程两边同时对 x求导数： 

 1p1q px
xd
ydqy −− =  

 
1q

1p

y

x
q
p

xd
yd

−

−
⋅








=  

       
1

q
p

x
q
p

−

⋅







=  

由此，可知当 n是一有理数时， 1nn nx]x[
xd

d −= 亦成立。 
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 5.3.3 三角函数的微分 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

  3  
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
     
 

 在推出六个三角函数的导数之前，教师应先替学生温习三角函数的极限、复
角公式或和积互变公式等。更应时常提醒学生所有角是以弧度为单位。sin x 的导
数是可以如下推出： 

 
h

xsin)hxsin(lim]x[sin
xd
d

0h

−+
=

→
 

         =
h

)
2
hsin()

2
hxcos(2

lim
0h

⋅+

→
 

          =

2
h

2
hsin

0h0h
lim

2
hxcoslim










→→
⋅








+  

         1xcos ⋅=  
    xcos=  
其它三角函数的导数是可以由基本原理推出，亦可以利用以上的公式和导数公式

推出来，下列表示如何求 cos x的导数： 

 















−

π
= x

2
sin

xd
d]x[cos

xd
d  

          








−

π
−= x

2
cos  

           xsin−=

教师可让学生微分 tan x、cot x、sec x 和 cosec x而得出下列的结果： 

 xsec]x[tan
xd
d 2=  

 xcosec]x[cot
xd
d 2−=  

 xtanx sec]x sec[
xd
d

=  
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   5.3.4 高阶导数 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
5.4  微分的应用                      
 5.4.1 曲线的斜率、切线及法线 

    
 

 
 

  3  
   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

    
 
 
 

   
 
 
  4  
   

 xcotx cosec]x cosec[
xd
d

−=  

 教师应提供足够的例题和练习来帮助学生应用上述的公式及其它导数的公式
在简易代数和三角函数中，但是，反三角函数之微分并不须要。 

 高阶导数是可以由一阶导数 逐次 微分获得。已知一函数 可微分得其

一阶导数

)x(fy =

)x(f
xd
ydy ′==′ ，则 f )x(′ 的导数称为二阶导数并以 









=′′==′′

xd
yd

xd
d)x(f

2xd

y2dy 为记号。如此类推，n 阶导数亦可作类似义，教师

应介绍传统的记号：











===

−

−

1n

1n
)n(

n

n
)n(

xd

yd
xd
dy

xd

yd)x(f 。 

可介绍下列的例题： 
例一 

已知 )kwtsin(ax += ，其中 a，w和 k为常数，证明 xw
td

xd 2
2

2
−= 。 

例二 
设 k)(f 2 +θ=θ θ2sin ，其中 k为常数。若 1)0(f =′ ，求 k的值。 

例三 

若 xcosxsinay += 满足方程 by
dx

yd
2

2
=+ ，其中 a、b为常数，且当 t = 0时，

2
x
y
=

d
d
，求 a、b的值。 

 商差
x

)x(f)xx(f
x
y

∆
−∆+

=
∆
∆ 可视为一连接函数 的图像中两点

(x, f(x))和(x + ∆x, f(x + ∆x))的弦线的斜率。当∆x接近 0时，

)x(fy =

x
y

∆
∆
的极限值就

是曲线上(x, f(x))这点的切线的斜率。 
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教师可以利用一些简单图像，如 、2xy =
x
1

=y 或 x 等作切线以说明。25y22 =+

例一 

考虑曲线 在2xy = 2x = 的切线。 

在曲线 x=2之处绘画一良好切线，其斜率是 4。教师应重申导函数在 x=2时的
值是可以由基本原理计出： 

 4
2x
2xlim

dx
dy 22

2x2x
=

−
−

=







→=

 

其中的商差
2x
2x 22

−
−
正是一条连接曲线 y = x2上点(2, 4)和变动点(x, x2)的弦线的

斜率。  
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例二 

考虑在图像
x
1y = 上的切线。 

从
x
1y = 的图像中可以看出在 x=2 处的切线的斜率，其结果可以利用微分法验

证： 

 
4
1                

x

1
dx
dy

2x
2

2x
−=−=









==
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 5.4.2 极大及极小、简易曲线的描绘 

    
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 
 

  5  
   

               

         
 
当学生明了事实后，他们应能求得简单曲线的切线和法线。 

 在此课程，相对极值和绝对极值(最大/最小值)都应考虑。学生亦应可分辨
相对和绝对极值。 

 教师应引导学生接受下列事实： 

  (i) 若 ，则该函数在 x0)x(f 1 >′ 1处是递增的； 
  (ii)  若 ，则该函数在 x0)x(f 1 <′ 1处是递减的； 
  (iii) 若 ，则该函数在 x0)x(f 1 =′ 1处为一平稳点。 

 学生应清楚知道若 且当 x递增经 x1时，f 的值由正变负，则
f(x)在 x1处为一相对极大值。若 f 且当 x递增经 x1时，f 的值由负变
正，则 f(x)在 x1处为一相对极小值。若二阶导数在 x1处不是零，则它亦可以决定

f(x1)是一相对极大值或一相对极小值。若 f 而且 ，则 f(x)在
x1处为一极大值。若 f 而且 f ，则 f(x)在 x1处为一极小值。教

0)x(f 1 =′
x(′

0)1 =

)x(′

(f ′′

0)1 =

)x( 1′′

)x(′

0)x1 <0)x( 1 =′
0x(′ >
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师应强调一阶及二阶导数皆可用来试验极点，但是，如果求一阶导数的导数过于

困难的话，以一阶导数试点较为容易。 
 学生应注意到若某函数的定义域包含一端点，则该函数可能在该端点达致极
值。 

 函数的一阶导数提供了一个方法去求函数的转向点(极大或极小)和函数是递
增的或递减的区间。只要描绘了具有关连性的几点便可以决定函数曲线的形状。

例如，描绘曲线 在)1x()1x(y 2 +−= 2x2 ≤≤− 区间内，教师应引导学生求曲

线与两轴的交点和当
xd
yd
是负值、零或正值时 x 的数值。学生计算了有关资料

后，应不难描绘曲线如下： 
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 5.4.3 变率 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 5.4.4 微增量 

 
 
 

 
   2  
    

 
 
 
 
 
 

 
   2  
 

教师应提醒学生将图像适当地注释。可让学生描绘的曲线包括
2x

1x2xy 2

2

+

+−
= 和

4x

2x4y 2 +

−
= 等。对较高能力的学生，教师可和他们讨论拐点和渐近线。 

 若 x为一时间 t的函数，则其导数
td
xd
为 x对时间 t的变率。速度和加速度是

变率的好例子。有关变率的问题亦应讨论。以下为两个有关的例题。 

例一 
一倒置圆锥形的漏斗底半径为 30 cm，高为 40cm。水从漏斗的底部以

的速率流出。当水深为 20cm时，求水面的下降速率。 13scm −π

例二 
一身高 2 m的人以 2 ms-1的速率沿着一直路背着一高 6 m的灯而行。求此人影
子增长的变率。 

 若 )x(fy = 而∆x为 x的充份微小的增量，则由图可见 x)x(fy ∆′≈∆ 和

)x(f)x(fyx(f )x(f)x ′+≈∆+=∆+ ‧ x∆  

 

教师应对指出如何应用微增量的概念来计算近似值和估计误差。 
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例一 

已知
2
160cos =° ，利用微增量方法求 的近似值。 °61cos

设 xcos)x(f = ，则 xsin)x(f −=′  

3
60x π

=°= 弧度 

180
1x π

=°= 弧度 








 π
−=








 π







 π
−+







 π
≈








 π
+

π
=°

1802
35.0

1803
sin

3
cos

1803
cos61cos

 

∴  485.061cos ≈°

教师应提醒学生变量 x在函数 xcos)x(f = 应以弧度为单位。 

例二 
若量度一固体球体的半径时的百分误差为 0.1%并计算球体的体积，试估计体积
的百分误差。 
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