
 单元 7：解析几何 
 特定目标： 
 1.  求坐标平面上直线图形的面积。 
 2.  求两直线的交角。 
 3.  了解直线的法线式，并利用有关知识计算距离。 
 4.  求圆的方程及圆与直线的交点。 
 5.  求圆的切线方程。 
 6.  求直线族及圆族的方程。 
 7.  求在标准位置上拋物线、椭圆及双曲线的方程。 
 8.  获取参数方程与轨迹的概念，及解简易轨迹问题。 
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7.1  平面直角坐标及两点间的距离 
 
 
 
 

7.2  直线图形的面积 

 

 

1* 

 
 
 

3 

 
 

 

 因为学生在中一至中三阶段应已学习平面直角坐标的基本概念，所以现在只
需作简单温习。教师可说明距离公式及截点公式，当谈及截点公式时，教师应强

调外分点，即若 R是 PQ延在线一点，而 PR：RQ＝r：1，则 r将为负数。 

例 
某圆的圆心为 O(3, 4)。若 A(1, 1)是该圆某一直径的端点，求另一端点的坐标。

 学生应在引导下发现顶点为 O(0, 0)，A(x1, y1)及 B(x2, y2)的三角形的面积可

被写成两直角三角形及一梯形面积的代数和，答案是
2
1

(x1y2 –x2y1)。学生亦应留

意到若顶点O、A及B以逆时针方向选出，则所得是一正数；否则，则得一负数。

 拥有以上知识，则任何坐标平面上的三角形可被视为三个包括原点为顶点的
三角形的代数和，因此可用下列公式计算： 
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 三角形的面积 

   = )yxyxyxyxyxyx(
2 312312133221 −−−++
1  

其中(x1, y1)，(x2, y2)及(x3, y3)是根据逆时针方向定出的三角形顶点的坐标。
 教师应告诉学生，为了方便起见，以上公式可写成 

 

三角形的面积 = 

 
其中 x1y2，x2y3及 x3y1被视为联线向下的积，带正值；x2y1，x3y2及 x1y3被视为

联线向上的积，带负值；而面积则为所有数项总和的一半。 

 最后，任何平面上的 n边形，可被视为 (n − 2) 个三角形所组成，如下图：

 
 

由此，可得下列公式： 
多边形的面积   

= )yxyxyxyxyxyx(
2
1

n123121n3221 −−−−+++  

其中(x1, y1)，(x2, y2)，(x3, y3)…(xn, yn)是根据逆时针方向定出的顶点坐标。
     同样，为了方便起见，学生可将公式写成 
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多边形的面积 =

  
 在练习中，譬如求顶点为 (1，3)， (4，1)， (4，4) 及 (0，2) 的四边形面积，教师
应经常提醒学生公式内各点一定是根据逆时针方向排列的。由此，上述多边形的

面积是 

    
  

2
3
4
1
2

0
1
4
4
0

  1
2     而非       

2
4
1
3
2

0
4
4
1
0

  
2
1

 

 
 

   
 
 在应用公式前画一草图是合乎需要的。 
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7.3  直线的倾角及斜率 
 
 

 
7.4  两直线的交角 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
7.5  直线的方程 
 

  1* 
 

 

 
  3  

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1* 
 

 直线斜率的定义应为该直线对正 x轴的倾角的正切，而倾角的范围是 0°至
180°。 

 因此，连接 (x1, y1) 及 (x2, y2) 两点直线的斜率是 
12

12
xx
yy

m
−
−

= 。 

 
 已知两直线对正 x轴的倾角分别为 α和  β，则两直线的交角等于 α和 β的差。

因为   
βα+
β−α

=β−α
tantan1
tantan)tan(  

                
21

21
mm1
mm

+
−

= ， 

所以两直线的交角是    
21

211
mm1
mm

tan
+

−−
。 

公式中的绝对值符号保证所得的角是两直线间的锐角。 

 至此，学生应不难理解斜率分别为 ml 及 m2 的直线平行 (即两线之交角
θ = 0°)当且仅当 ；另外，两线垂直（即 θ ＝ 90°）当且仅当 。21 mm = 1mm 21 −=

例                                                                  

直线 5yx =+ 与 7yx2 =− 间之锐角是 °=
−+
−−− 6.71

)2(1
21tan 1 。 

 教师应对学生强调一直线的方程实际上是直线上任意一点的 x与 y坐标的关
系。直线方程的标准式包括 
 (1)一般式 
 (2)两点式 
 (3)点斜式 
 (4)斜截式 
 (5)截距式 
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7.6  法线式
 

5 

 
 
 
 

 学生应在教师指导下，利用直线与原点的距离 p(p > 0)，和直线的法线对正
x轴的倾角α，写出直线的法线式。 
 (当 p＞0，则 ， π<α≤ 20
 当 p＝0，则 )    π<α≤0

 
     根据上图，学生不难证明直线上任何一点 P的坐标(x, y)满足关系 
                        0psinycosx =−α+α  
这便是直线方程的法线式。 

     已知一直线方程的一般式是 0CByAx =++ ，学生应懂得将它化为法线式

方程 

    0
BA

CByAx
22

=
+±

++  

及了解以下的对应： 

    α=
+±

cos
BA

A
22

 

    α=
+±

sin
BA

B
22
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   p
BA

C
22

−=
+±

 

   选择适当的分母符号的规则是 
(1)  若 C 0≠ ，则分母的符号与 C的符号相反。 
(2) 若 C = 0，则分母的符号与 B的符号相同。 

例 

直线 06y3x =+− 可转换为 0
2

6y3x
=

−
+− ；由此，p = 3，及 2

1
−=αcos ，

2
3sin =α ，所以 α 。 °= 120

 另外一种方法，是将方程 Ax + By + C = 0重新排列，使右边留下一正常

数，再在方程两边各除以 22 BA + 。例如上述方程可重新排列成 

6y3x =+−  

继而    
3)1(

6

3)1(

y3x
22 +−

=
+−

+−
 

或     3y
2
3x

2
1

=+−  

得 p = 3，
2
1

−=αcos 和
2
3

=αsin ，与刚才所得的相同。 

 求一已知点至一直线的距离，可考虑和该直线平行且过已知点(x0, y0)的直

线的法线式。学生应记忆公式
22

oo

BA

CByAx
d

+±

++
= 。 

 学生亦应注意到如果适当选择公式中分母的符号，则由公式计算出来的数值
记号，可显示该已知点是否和原点在已知直线的同一边。若求绝对值距离，则可

取所得数量的绝对值。 
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7.7   直线族
 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
   3 
    

 对能力较高的学生，可以例题方式讨论两并行线的距离和两相交直线的角平
分线的基本处理方法，藉以提高他们的兴趣。 

例一 
求并行线12 010y5x =−− 及12 016y5x =+− 之间的距离。 

选择其中一条线上任何一点，这点至另一直线的距离，即为两并行线的距离。假

设选择了第一条在线的点 (0, −2)，该点至第二条线的距离是 2
512

16)2)(5(
22

=
+

+−−
，

这就是该两条线的距离。 

例二 
求直线 03yx =−+ 和 05y7x =+− 的角平分线。 
设 P(x, y)为角平分在线的一点。则由 P至两直线的距离相等。因此， 

2222 71

5y7x

11

3yx

+

+−
=

+

−+  

得 x + 3y – 5 = 0或 3x – y –5 = 0 ；它们就是两已知直线的角平分线方程。 

 这课题包括斜率为m的并行线族，通过已知点 (a, b) 的直线族，及通过直线
A1x + B1y + C1 = 0和 A2x + B2y + C2 = 0的交点的直线族。它们的方程分别为 
 cmxy += ， 
 b)ax(ky +−=  
及(A1x + B1y + C1) + k(A2x + B2y + C2) = 0。在每一种情况， 直线族的方程都 含
有一个参数 k。 
(注：直线族方程(A1x + B1y + C1) + k(A2x + B2y + C2) = 0并不包括直线
A2x + B2y + C2 = 0。) 
故此，教师可利用方程  
(A1x + B1y + C1) + k(A2x + B2y + C2) = 0，其中 、k为参数，藉以包括所有通
过直线 A1x + B1y + C1 = 0和 A2x + B2y + C2 = 0的交点的直线。  
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7.8   轨迹的概念 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
7.9   圆的方程，圆与直线的交点 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 1*+1
 
 
 
 
 
 
 

 
   
 

7* 
   

例一 
与直线 2x−3y+4 = 0平行的直线族的方程是 2x−3y+h = 0。 
通过点(2, 3)的直线族方程是 y = k(x−2) −3，其中 h和 k为参数。 

例二 
求通过直线 2x+y−1=0和 3x−2y−5 = 0的交点及距离原点 1单位的直线。 
该直线的方程是 (2x+y−1)+k(3x−2y−5) = 0，其中 k为参数。k同时应满足  

     1
)k21()k32(

k51
22
=

−++

−−
。 

    教师应尽量利用实际例子说明轨迹的概念，例如日常生活上移动的点、线、
面积和物体所经的轨道，如像火车沿着铁轨所经过的路程，在滚动中的圆柱体边

缘的点所描绘的路线及足球在空中移动的轨迹。教师更可引领学生进行一些简单

轨迹的几何作图的活动。 
    教师应指出直线是一平面上的轨迹例子，而它并可以以直线方程在笛卡儿平
面上表示出来。 

例 
已知两固定点 A(1, 0)及 B(0, 3)，若一点 P移动时，其至点 A和点 B的距离相
等，试求 P点的轨迹方程。 

利用条件 PA＝PB便可求出一直线方程。学生应能认识到在直线上任何一点的
坐标必定满足该直线方程，而直线的方程则决定直线在平面上的位置。 
    学生在引导下利用距离公式找出圆心在原点，半径左 r的圆的方程。举出适
当的例子后，学生应能推出方程的形式为 x2+y2=r2。 
    已知上述形式的方程，学生应认识到它是代表一个圆心为原点及半径为 r
的圆。 
    之后，教师可考虑一般的情况，例如，圆心不在原点而在点(h, k)。透过足
够的练习后，学生会发现圆的方程可写成下列其中一种形式： 
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7.10   圆的切线方程
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  4  
   

      0FEyDxyx 22 =++++

  或   222 r)ky()hx( =−+−

    已知上述一种形式的方程，学生应知道它代表一个圆，同时亦应知道圆心的
位置及半径的长度。 

    应加以讨论通过三非线性点的圆的方程。 

    直线与圆是否一定相交于两点呢？教师应与学生讨论所有情况，并应连同二
次方程的根一起讨论，尤其是当二次方程有二重根。几何中切线的概念可以代数

条件 来表示。 0ac4b2 =−

    教师应提供学生适当的例子，而下列的例子可作为参考。 

例一 
一圆的直径的两端点分别为 A(x1, y1)及 B(x2, y2)，试求此圆的方程。 

例二 
设 ∆ABC 的顶点分别为 A(−6, 5)，B(−3, 4) 及 C(2, 1)。试求∆ABC的外接圆
的方程。 

例三 

直线 02yx:L =−− 是否与圆C 相交？并说出理由。04y2x4yx: 22 =+−−+

    已知一圆的方程为 ，教师应引导学生推出通过圆上

一已知点(x
0FEyDxyx 22 =++++

1, y1)的切线的方程，微分法的技巧在这里会有帮助。学生应找出该

切线的方程为 0F)yxx 11 =++ y(E
2
1)xx(D

2
1yy 11 ++++ 。 

    之后，教师可考虑一般的情况，如求出从圆外一点作一已知圆的切线的方
程。教师应对学生显示如何透过解通过圆外一些的直线的方程和圆的方程而求出

该圆的切线方程。 
    可与学生进一步讨论如何以圆心至切线的距离等于半径的事实求切线方程。

 
 

 
内容  时间

分配
教学建议  

70 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

7.11   圆族 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 

4 
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 

例一 
求证 A(1, 4)在圆  C: x2+y2−2x−2y−7=0 上。由此，求在点 A 对 C 的切线方
程。 

例二 
求平行于直线 2 03yx =++ 而与圆 x2+y2+6x−2y+5=0相切的直线方程。 

例三 

由点M(−4, 4)至圆 C: x2+y2−6x−6y−7=0的两切线切圆于 P和 Q。 
求   (a)  两切线的方程；   
     (b)  ∠PMQ；   
     (c)  每一条切线段的长度；   
     (d)  ∆MPQ的面积。 

    学生应该知道利用圆族的方程可以化简一些问题的解答方法。教师应与学生
讨论以下三种情形： 

(1)  以 (a, b) 为圆心的同心圆族。 
    方程为 ( x - a ) 2 + ( y - b ) 2 = k    (k > 0) 

(2)  经过直线 Ax+By+C=0 和圆 x2+y2+Dx+Ey+F=0 的交点的圆族。  
    方程为   x2+y2+Dx+Ey+F+k(Ax+By+C)=0    

(3)  经过两个圆的交点的圆族。 
    两个圆的方程分别为  x2+y2+D1x+E1y+F1=0 
                    及  x2+y2+D2x+E2y+F2=0 
    而圆族的方程为 
        x2+y2+D1x+E1y+F1+k( x2+y2+D2x+E2y+F2)=0 
    其中 k≠−1。教师应解释当 k = −1时上述方程为该两圆的公弦之方程。
    同时，若两圆互切，该公弦将会变成两圆的公切线。 
    教师可介绍以下的例子。 
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7.12  标准位置上的拋物线、椭圆及双曲线 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

 
2 

 
 
 
 
 

 

例一 
求证方程 x2+y2−4x+2y+F=0，其中 F为一常数，代表一同心圆族。 

例二 
一圆过直线 1yx =+ 与圆 x2+y2−2x−2y+1=0 的交点。若它的圆心在直线

3yx3 =− 上，求这圆的方程。 

例三 
一圆 C过点Q(1, 2)及圆 x2 + y2 – 3x + 2y − 2 = 0与 x2 + y2 + x + 3y −10 = 0的交
点，试求圆 C的方程及与 C相切于 Q的切线方程。 

    圆锥曲线模型可以有效地介绍圆锥曲线的概念。学生亦应能想象圆锥曲线的
形状及它们如何形成。 

    用一平面π去切截两直立圆锥体，所得的曲线就称为圆锥曲线。若平面π与
圆锥体的轴所成交角为 θ，根据 θ 的大小可得以下四种不同的曲线： 
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7.12.1  拋物线 
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(a)  当
2
π

=θ 时，则形成一圆。 

(b)  当
2
π

<θ<α 时，则形成一椭圆。 

(c)  当 α=θ 时，则形成一拋物线。 
(d)  当 时，则形成一双曲线。 α<θ≤0

    教师应利用教具去说明圆锥曲线的概念。 

    学生应熟习拋物线的定义：平面上一个动点到一固定点及到一固定直线的距
离恒等，则此动点的轨迹被称为拋物线。 
    教师应引导学生推算拋物线的标准方程 y2=4ax，及强调曲线的对称性质和
y的定义域，而名词「焦点」，亦应予以介绍。 

    以下的图像有效说明拋物线的四个不同位置，它们的顶点都是原点及其轴都
是坐标轴。 
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7.12.2  椭圆
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    对能力较高的学生，可以介绍焦点和准线的简易性质。 

    要求学生根据已知焦点或准线方程来找出拋物线方程的例子是必须的。如下
的具体例子可以加深学生的了解能力。 

例一 
描绘拋物线 x2 = −6y的图像，并求焦点的坐标及准线方程。 

例二 
求以原点为顶点，以坐标轴为对称轴，且过点(−6, 3)的拋物线方程。 
    对能力较高的学生，可以介绍拋物线方程的非标准形式如 y2 = 4a(x−h)或
x2 = 4a(y−k)。 

    椭圆的标准方程可从定义推导出来：平面上一动点至两个固定点的距离的和
为一常数，则此动点的轨迹称为椭圆。教师应要介绍名词「焦点」、「长轴」、「半

长轴」、「短轴」及「半短轴」，同时亦应讨论 a、b和 c的几何意义；而关系式

(其中 a > b及 a > c) 亦要说明。 222 cba =−

    可利用图像与学生讨论长轴在 x轴或 y轴上而中心在原点的不同情况。
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    对能力较高的学生，可以介绍焦点和准线的简易性质。 

    学生应认识到要找出椭圆的标准方程，必须知道下列其中两个条件：长轴的
长度、短轴的长度两个焦点其中一个的坐标。 

例一 
试求下列各椭圆的焦点及顶点，并描绘它们的图像： 

(a)  4x2+9y2 = 36 
(b)  25x2+y2 = 25 

例二 
试求中心在原点，且满足下列已知条件的各椭圆方程： 

(a)  一焦点为(−3, 0)，一顶点为(0, 5)。 
(b)  半长轴的长度等于 12，两焦点间的距离等于 6，而焦点在 x轴上。 
(c)  一顶点为(5, 0)，且过点(4, 2)。 

例三 

求与直线 0y2x3 =− 平行且与椭圆 相切的两直线的方程。 16yx4 22 =+
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7.12.3  双曲线
 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 

  3     双曲线的标准方程可从定义推导出来：平面上一动点至两个固定点的距离的
差为一常数，则此动点的轨迹称为双曲线。学生应知道 a及 c的几何意义；而关

系式 a (其中 a＜c) 亦应介绍；从关系式中可清楚知道 a未必大过 b。222 cb =+

    教师可利用图像清楚介绍名词如「焦点」、「贯轴」、「半贯轴」、「共轭轴」、
「半共轭轴」，学生亦应要认识以下以原点为中心及分别以 x轴和 y轴为贯轴的两
个图像。 

 

    利用渐近线描绘双曲线是一有效方法，而学生应要掌握其几何意义。 

    对能力较高的学生，可以介绍焦点的简易性质。 

    学生应认识到要找出双曲线的标准方程，必须知道下列其中两个条件：贯轴
的长度、共轭轴的长度及两个焦点其中一个的坐标。 
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7.13 简易的参数方程及轨迹问题 
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

   4  
   
 
 
 
 

例一 
求双曲线 9x2 − y2= −9的顶点、焦点及渐近线的方程，并描绘它的图像。 

例二 
双曲线的贯轴和共轭轴的长度分别为 8和 10，若中心在原点及焦点在 y轴上，求
它的方程。 

例三 

试求过椭圆 1
25
y

36
x 22

=− 右则的焦点，且和圆 相切的直线方程。 9yx 22 =+

    对于能力较高的学生，可以介绍等轴曲线。 

    参数方程是一表示曲线方程的一个方法。而在曲线上任一点 (x, y) 都可和参
数 t相关。 

    教师可说明如何利用消去法将参数方程转换为方程 f(x, y)=0。例如，
x = at2及 y = 2at可以写成 y2 = 4ax，而此方程为一拋物线。 

    学生应认识直线及圆锥曲线的参数方程，而且，教师应强调一个函数
f(x, y)=0可以有多个的参数表示方法。 
    教师应提供学生一些牵涉以参数形式表示轨迹的问题，用以帮助他们熟习有
关的概念及技巧。以下是一些例子。 
例一 
从下列的参数方程得出关于 x和 y的方程： 
(a)  x = t2 − 2t，y = t2 +2。 
(b) α+α= cottanx ， α−α= cottany 。 

例二 
利用 y = tx，试求曲线 x3+y3 = 6xy的参数方程。 
例三 

已知拋物线的方程为 y2 = 4ax。 
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(a)  求证 P1(at1

2, 2at1)和 P2(at2
2, 2at2)皆为此拋物线上的点。 

(b)  若M为 P1P2的中点，试以 t1和 t2表点M的坐标。 

(c)  设 O为原点，若 OP1垂直于 OP2，试求点M的轨迹方程。 
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